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КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВЗАЄМОЗВ’ЯЗАНИХ  
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Сформовано математичну модель взаємозв’язаних процесів фільт-
рації, хімічної та механічної суфозії в ґрунтах. Чисельний розв’язок 
відповідної нелінійної крайової задачі для системи параболічних 
рівнянь знайдено методом скінченних елементів. Комп’ютерну ре-
алізацію запропонованих скінченноелементних схем реалізовано в 
середовищі FreeFem++. На прикладі модельного чисельного екс-
перименту показана можливість значного впливу суфозії на зна-
чення напорів в ґрунті. 
Ключові слова: суфозія, фільтрація, математична модель, метод 
скінченних елементів. 
 
Ґрунт як гетерогенне пористе середовище є складною систе-
мою. При наявності впливів різних факторів (температури, сольових 
розчинів, напорів, електричних полів) в ґрунті проходять складні 
взаємозв’язані процеси. Необхідність вивчення вказаних процесів 
пов’язана із задачами захисту ґрунтів та ґрунтових вод від забруд-
нень, забезпечення безаварійності роботи цивільних і промислових 
споруд тощо. В цілій низці наукових робіт досліджено різні аспекти 
та різні взаємозв’язані процеси в пористих середовищах. В [1] побу-
довано математичні моделі та визначено важливість таких дослі-
джень для глинистих бар’єрів, як складових елементів сховищ від-
ходів. В [2] розроблено нові математичні моделі стосовно очищення 
промислових стоків та опріснення морської води. В роботах [3-5] на-
ведено теоретичні та експериментальні дослідження міграції мікро- 
та наночастинок в пористих середовищах, ефектів кольматації, про-
цесів фільтрування та суфозії.  
В роботі [6] розвинуто підхід до математичного моделювання 
взаємозв’язаних процесів в гетерогенних пористих середовищах з 
використанням повної похідної в часі. При цьому мають бути відомі 




(теоретично або експериментально) залежності параметрів пористих 
середовищ від параметрів досліджуваних процесів (температура, 
концентрація розчинних та нерозчинних компонент, напір, електри-
чне поле). Ціль даної статті – дослідити вплив суфозійних процесів на 
фільтрацію в ґрунтах методами комп’ютерного моделювання та чис-
лового експерименту. 
Розглянемо процес фільтрації рідини в суфозійному ґрунті 
(враховуються явища як хімічної, так і механічної суфозії), який за-
ймає область   з межею  . Математична модель цієї задачі з ура-
хуванням впливу теплосолеперенесення може бути описана наступ-



















































































































































































1 , X , 0t ,                   (5) 
  ,hN,s,T,c osmh FKu   X , 0t ,             (6) 
  cct, uDXq cc  , X , 0t ,                      (7) 
  TcTt, pp uλXqT  , X , 0t ,              (8) 
  sst, eruDXq ss  , X , 0t ,                (9) 
Tc Tc  KKFosm , X , 0t ,                (10) 
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t,Xu ,            (11) 








t,Xqc ,           (12) 








t,XqT ,           (13) 








t,Xqs ,            (14) 
                  )(C),(c XX 00  , )(T),(T XX 00  , )(N),(N XX 00  , 
                                 )(S),(s XX 00  , X .                                            (15) 
Тут p  – густина порового розчину; )t,(c X  – концентрація солей в 
поровому розчині; )t,(h X  – невідома функція напорів в поровій рі-
дині; t  – час; )t,(s X  – відносна об’ємна концентрація суфозійних 
частинок; N  – густина твердої компоненти солей; )t,(N X  – масова 
концентрація солей в твердій компоненті; )t,(T X  – температура по-
ристого середовища; m  – густина твердих частинок ґрунту (вклю-
чаючи водорозчинні та нерозчинні компоненти);  hK  – коефіцієнт 
фільтрації, що залежить від вектора факторів впливу  N,s,T,c ; 
cK , TK  – коефіцієнти хімічного та термічного осмосу відповідно;   
– пористість ґрунту; cD  – коефіцієнт конвективної дифузії хімічного 
розчину в поровій рідині; u  – вектор швидкості фільтрації сольового 
розчину; Tc  - об’ємна теплоємність ґрунту; λ  – коефіцієнт ефектив-
ної теплопровідності вологого ґрунту; pc , Nc , sc – питомі теплоємно-
сті порового розчину, твердої компоненти солей та суфозійних час-
тинок відповідно; sD  – коефіцієнт дисперсії суфозійних частинок; 
er  – коефіцієнт розмиву ґрунту; 1  – константа швидкості масооб-
міну; mC  – концентрація граничного насичення; cq , Tq , sq  – векто-
ри потоків розчинених солей, тепла, а також суфозійних частинок ві-
дповідно; )t,(C X1 , )t,(T X1 , )t,(S X1 , )(h X0 , )(C X0 , )(T X0 , 











 в (1), (2) мають бути відомими. Огляд залеж-
ностей )T,c(pp    наведено в [6]. Огляд залежностей коефіцієн-
та фільтрації hK  від концентрації солей та температури наведено в 
роботі [7]; від концентрації суфозійних частинок – [8]; експеримента-




льні залежності для засолених та загіпсованих ґрунтів від концент-
рації гіпсу в твердій фазі [7]. 
Для відшукання наближеного розв’язку сформованої неліній-
ної крайової задачі (1)-(15) використаємо метод скінченних елемен-



















  XXXXXX   (16) 
де n  – кількість вузлів у скінченноелементному покритті замикання 
)t(  області )t( ; )t(a )k(j , n,j 1 , 51,k   – невідомі коефіцієнти, 
залежні лише від часу; )(j X  – поліноміальні базисні функції мето-
ду скінченних елементів (МСЕ). 
Використовуючи відому процедуру методу скінченних елемен-
тів, з урахуванням (16) отримаємо задачу Коші для системи неліній-
них диференціальних рівнянь відносно вектора  5
1 k
)k(
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Елементи матриць в (17), (18), які не визначені згідно вищевка-
заних формул, приймаються рівними нулю. 
Для знаходження чисельного розв’язку задачі Коші (17), (18) 
можна використати схему Кранка-Ніколсона або повністю неявну лі-
неаризовану схему [7]. 
В серії проведених числових експериментів використовува-
лись наступні залежності для коефіцієнтів крайової задачі (1)-(15). 
Зокрема, коефіцієнт об’ємної теплоємності пористого середовища 
 01   mmNNssppT cNcsccc , 
де 0  – пористість «скелету» пористого середовища (пористість у 
випадку повної відсутності суфозійних та водорозчинних частинок). 




Формула залежності густини – водного розчину NaCl від його конце-
нтрації c  (%) та від температури T  ( Co ) взята з роботи [6]. Залеж-
ність коефіцієнта фільтрації від фізико-механічних та хімічних фак-





































X  0 . Залежність 
 T,ck0  апроксимувались згідно методу радіальних базисних функ-
цій (РБФ). Коефіцієнт дисперсії суфозійних частинок usD , де   




























Рис. 1. Область   процесу фільтрації  
 
В якості модельної задачі з фізичної точки зору розглянуто про-
цес фільтрації в суфозійному ґрунті, де враховуються явища як хіміч-
ної, так і механічної суфозії (рис. 1), в якому на межах 3  та 6  зада-
на умова непроникності, на 1  та 5  – умова симетричності, а межі 
2  та 4  – дреновані. Концентрації хімічних речовин у верхньому 
б’єфі дорівнюють 350 г/літр. При цьому враховано сезонні коливання 
температури від CT omax 40  до CT
o
min 4  на межі контакту ґрунту 
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із атмосферою. Розміри області фільтрації прямокутної форми (див. 
рис. 1) мb 201  , мb 202  , мl 10 , мl 101  , мl 102  . 
Значення решти вхідних даних взято наступними: 








o 128.4 ; 3s мкг2200 ; 
СкгкДжсs
o 92.0 ; 3N мкг2170 ; СкгкДжcN
o 8709.0 ; 
3
m мкг1500 ; СкгкДжcm

















108 ; 010.er  ; м.10 ; 
г/лiтрCm 350 ; г/лiтрCC min 82  ; maxCC 4 ; minCC 0 ; 
мH 202  ; мH 14  ; CTT min
o
40  ; 
3кг/мN 1200  ; 
3
min кг/мSS 12  ; minSS 4 ; 
3кг/мS 800  . 
Час, протягом якого досліджувався процес фільтрації, дорівнює 
2 роки. Крок по часу – 90  діб. Задача розв’язана в середовищі 
FreeFem++, яке являє собою безкоштовне програмне забезпечення 
для розв’язування крайових задач для диференціальних рівнянь в 
частинних похідних методом скінченних елементів.  
На рис. 2 зображено розподіл різниці напорів у відсотках без 
урахування та з урахуванням впливу теплосолеперенесення та явищ 
суфозії на момент часу 720 діб. Як видно, дана різниця напорів ле-
жить в межах від 0,31% до 17,66%. Це говорить про те, що врахуван-
ня теплових та хімічних факторів впливу, а також явища суфозії 
(рис. 3) зумовлює відхилення у значеннях напорів з амплітудою бли-
зько 17%. Такі коливання напорів обумовлюються урахуванням ос-
мотичних явищ, хімічної та механічної суфозії, а також нелінійною 
залежністю коефіцієнта фільтрації від концентрації солей, темпера-
тури та суфозійних частинок. Причому, ці залежності є немонотонни-
ми. А тому спрогнозувати вплив фільтраційно-суфозійних процесів та 
теплосолеперенесення в часі на розподіл напорів неможливо прос-
тим аналізом залежностей, а лише на основі математичного моде-
лювання та відповідних чисельних експериментів. 





Рис. 2. Відносний розподіл різниці напорів без урахування та з  
урахуванням впливу теплосолеперенесення та явищ суфозії 
 
 
Рис. 3. Розподіл концентрації нерозчинних суфозійних частинок 
 
В статті чисельно досліджено математичну модель процесу 
фільтрації в ґрунті в умовах впливу явищ хімічної та механічної су-
фозії. Числовий розв’язок відповідної нелінійної крайової задачі ме-
тодом скінченних елементів в двовимірному випадку. Програмну ре-
алізацію сформованих алгоритмів МСЕ здійснено в середовищі 
FreeFem++. Використовуючи створене програмне забезпечення, 
проведено серію чисельних експериментів та їх аналіз, основні ре-
зультати яких наведено на графіках. Показано, що результати чисе-
льних експериментів при дослідженні фільтраційно-суфозійних про-
цесів ґрунту є різними, якщо враховувати та не враховувати  вплив 
теплосолеперенесення та явищ суфозії. Наприклад, відносна амплі-
туда різниці напорів в області фільтрації складає близько 17%. На-
прямки подальшої роботи – якісні дослідження відповідних неліній-
них крайових задач та їх наближених розв’язків. 
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COMPUTER MODELING OF MUTUALLY BOUNDED FILTRATION AND  
SUFFUSION PROCESSES IN HETEROGENEOUS POROUS  
ENVIRONMENTS 
 
The article is numerically investigated mathematical model of 
filtration in the soil under the influence of chemical and mechanical 
phenomena suffusion. The numerical solution of nonlinear boundary 
value problem corresponding finite element method in two-
dimensional case is offered. Software implementation of existing FEM 
algorithms implemented in the environment FreeFem++. Using 
software established series of numerical experiments and analysis, 
the main results of which are shown in the graphs. It is shown that the 




results of numerical experiments in the study of filtration and 
suffusion of soil processes are different if to consider and do not 
consider the impact of heat and salt transferring and suffusion 
phenomena. For example, the relative amplitude of difference in the 
filtration pressures of about 17%.  The areas for further work – is 
quality researches of relevant nonlinear boundary problems and their 
approximate solutions. 
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗАИМОСВЯЗАННЫХ  
ФИЛЬТРАЦИОННО-СУФФОЗИОННЫХ ПРОЦЕССОВ В ГЕТЕРОГЕННЫХ 
ПОРИСТЫХ СРЕДАХ 
 
Сформулирована математическая модель взаимосвязанных про-
цессов фильтрации, химической и механической суффозии в грун-
тах. Численное решение соответствующей нелинейной краевой за-
дачи для системы параболических уравнений найдено методом 
конечных элементов. Программную реализацию предложенных 
конечноэлементных схем реализовано с помощью FreeFem++. На 
примере модельного численного эксперимента показана возмож-
ность значительного влияния суффозии на значение напоров в 
грунте. 
Ключевые слова: суффозия, фильтрация, математическая модель, 
метод конечных элементов 
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